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三维转动的四元数表述
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摘要 :用四元数表达三维的旋转与使用矩阵相比具有两个优点 :第一 ,几何意义明确 ;第二 ,计算简单 . 因此 ,四元数在数

学、物理学和计算机图形学中具有很高的应用价值 . 本文详细叙述了四元数的这一功能 ,讨论了四元数的定义、运算、性质、几

何意义和它的 3 种表达形式 ,给出了使用四元数处理点的各种几何变换的一般结论.
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1 　引言

二维平面上的旋转可以用复数来表达 ,三维空

间中的旋转则可以用四元数来表达. 用四元数表达

三维的旋转与使用矩阵相比具有两个优点 :第一 ,

几何意义明确 ;第二 ,计算简单. 此外 ,四元数代数

还涵盖了矢量代数 ,实数、复数和矢量都可以看作

是四元数的特例 ,可以在一个统一的体系中进行运

算. 本文详细叙述了四元数的这一功能 ,讨论了四

元数的定义、运算、性质、几何意义和它的 3 种表达

形式.

2 　四元数的源和流

1)四元数的起源. 四元数起源于寻找复数的三

维对应物. 复数可以表达一个二维矢量 ,当处理不

共面的多个矢量时 ,需要用新的数来表达一个三维

矢量. 1843 年哈密顿 ( Hamilton) 发明了四元数 ,这

是一种形如 A = a0 + a1 i + a2 j + a3 k 的数 , i , j , k

满足 i2 = j2 = k2 = - 1 , i j = - j i = k , jk = - kj = i ,

ik = - ki = - j . 这一新数包含 4 个分量 ,并且不满

足乘法的交换律. 哈密顿给出了四元数的加法、乘

法规则以及四元数的逆和模 ,指出四元数能通过旋

转、伸长或缩短将一个给定的矢量变成另一个矢

量. 同年 ,格拉斯曼 ( Grassmann) 定义了形如α= a1

e1 + a2 e2 + a3 e3的超复数 ,并研究了它的 n 维情

形. 他定义了超复数的内积和外积 ,并给出几何意

义 ,但在乘积中二阶单元 eiej (一阶单元的乘积) 未

被简化成一阶单元. 结合后来的著述中可以看出他

的研究思路还是线性代数 ,线性代数中的许多基本

概念就是他提出的. 在 1855 年的 1 篇文章中他定

义了 16 种不同类型的乘积 ,给出了这些乘积的几

何意义 ,并应用于力学、磁学、晶体学.

2) 四元数的发展. 麦克斯韦 ( Maxwell) 将四元

数的数量部分和矢量部分分开 ,作为实体处理 ,作

了大量的矢量分析. 三维矢量分析的建立 ,及同四

元数的正式分裂是 18 世纪 80 年代由 Gibbs 和

Heaviside 独立完成的. 矢量代数被推广到矢量函数

和矢量微积分. 由此开始了四元数和矢量分析的争

论 ,最终矢量分析占了上风. 从纯粹代数的观点看 ,

四元数是令人兴奋的 ,因为它提供了一个除了乘法

的交换律外 ,具有实数和复数性质的例子. 后来许

多超复数系统被大量地创造出来 ,例如 , Galey 给出

了八元数 , x = x 0 + x 1 e1 + ⋯+ x 7 e7 , e2
i = - 1 , eiej

= - ejei ( i ≠j) , e1 e2 = e3 , e1 e4 = e5 , e1 e6 = e7 , e2 e5

= e7 , e2 e4 = - e6 , e3 e4 = e7 , e3 e5 = e6 ,这种八元数

的乘法结合律不是一般地成立 ,但仍是可除的 (已

由他人证明) . Hamilton 在《四元数讲义》中还引进

了拟四元数 ,即带有复系数的四元数 ,指出此时乘

积定律不成立 ,即两个非零的拟四元数相乘可以得

零. Clifford 创立了另一类超复数 , �ω2 = 1 , �ω与每个

实四元数交换 , q + �ωQ 满足乘积定律 ,但不是可结

合的 ,其中 q 和 Q 是实四元数. 后来 Clifford 引进

了以他的名字命名的代数 :1 , e1 , e2 , ⋯en - 1满足 e2
i

= - 1 , eiej = - ejei ( i ≠j ) ,两个或多个单元的乘积
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是一个新的单元 ,所以共有 2 n个元 ,所有乘积都是

可结合的. 现在常用的泡利 ( Pauli) 代数就是 Clif2
ford 代数的一个三维特例. 新的超复数系统继续涌

现 ,种类繁多. 随着抽象代数的发展 , 19 世纪后期

才陆续得到一些关于超复数结合代数有原则性意

义的理论.

3) 本文的主要内容. 历史上矢量是从四元数中

分离出来的 ,并由此发展为广泛使用的矢量代数和

矢量分析 ,但矢量的点乘和叉乘不是可结合的 ,也

不是可除的. 现在反过来把矢量代数和矢量分析的

内容纳入到四元数的体系中 ,这使得矢量仍可用四

元数的方法来处理 ,同时四元数还具有处理旋转的

优势 ,是一个封闭的数系. 本文还给出了四元数与

复数中相类似的代数式、三角式、指数式 ;给出了使

用四元数处理转动、反射及投影的方法.

3 　四元数的定义

先介绍一下代数的概念 ,域 F 上的一个矢量空

间 V 叫做域 F 上的代数 ,如果除数乘、加法外还定

义乘法 ,则运算满足以下关系 :

1) a ( b + c) = ab + bc , ( b + c) a = ba + ca ,

Π a , b , c ∈V ;

2) λ( ab) = (λa) b = a (λb) , Π a , b ∈V , Πλ∈

F.

　　如果 V 是 F 上的有限维空间 ,称 V 为 F 上的

有限 (维) 代数 ;如果乘法满足结合律 ,即 ( ab) c = a

( bc) ,称 V 为结合代数 ;如果 e ∈V ,使得 ea = ae =

a , Π a ∈V ,且对任意 0 ≠a ∈V ,存在唯一的 b ∈

V ,使得 ab = ba = e ,称 V 为可除代数.

实数是一维结合代数 ,复数是二维结合代数 ,

四元数是四维结合代数 , 3 者都是可除代数 . 1878

年 , Frobenius 证明了这 3 种代数是实域上的所有可

能的有限可除代数. 1898 年 ,Adolf Hurwitz 证明了

实数、复数、四元数和 Clifford 拟四元数是仅有的满

足乘法定律的线性结合代数. 由此可见四元数的重

要性.

以 i1 , i2 , i3代替 i , j , k 表示四元数的基元 ,四

元数的一般形式为

A = a0 + a1 i1 + a2 i2 + a3 i3 , ( a0 , a1 , a2 , a3为实数)

基元 i1 , i2 , i3的运算规则为 :

i1 i2 = i3 , 　i2 i3 = i1 , 　i3 i1 = i2 ,

iki l = - i lik 　( k ≠l) (1)

i2
k = - 1 , 　i 3

k = - ik 　( k = 1 ,2 ,3) (2)

其中 3 表示取共轭运算 , i1 , i2 , i3可代表沿 x 、y、z

轴的单位矢量 ,四元数是标量 a0与矢量 a = a1 i1 +

a2 i2 + a3 i3之和.

4 　四元数的运算和性质

两个四元数的乘法按多项式乘法进行 ,可以把

这种乘法叫做直乘 ,由式 (1) 和 (2) 有

AB = ( a0 + a1 i1 + a2 i2 + a3 i3) ( b0 + b1 i1 + b2 i2 +

b3 i3) = a0 b0 - a1 b1 - a2 b2 - a3 b3 + ( a0 b1 +

a1 b0 + a2 b3 - a3 b2) i1 + ( a0 b2 + a2 b0 - a1 b3 +

a3 b1) i2 + ( a0 b3 + a3 b0 + a1 b2 - a2 b1) i3 (3)

由此公式 ,两个矢量α、β的乘积为

αβ= ( a1 i1 + a2 i2 + a3 i3) ( b1 i1 + b2 i2 + b3 i3) =

DW〗( - a1 b1 - a2 b2 - a3 b3) + ( a2 b3 - a3 b2) i1 +

( - a1 b3 + a3 b1) i2 + ( a1 b2 - a2 b1) i3 =

- ( a1 b1 + a2 b2 + a3 b3) +

i1 i2 i3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

=

- α·β+α×β (4)

　　令 A = a0 +α, B = b0 +β,有

　　AB = ( a0 +α) ( b0 +β) = a0 b0 +

a0β+ b0α- α·β+α×β (5)

这样就把矢量的点乘和叉乘纳入到了四元数的乘

法之中. 可以证明 ,这种乘法是满足结合律的.

　　证明 : AB C = ( AB ) C = A ( B C)

　　设 A = a +α, B = b +β, C = c +γ,因

( AB) C = ( ab - α·β+ aβ+ bα+α×β) ( c +γ) =

abc - cα·β+ acβ+ bcα+ cα×β+ abγ-

(α·β)γ- aβ·γ+ aβ×γ- bα·γ+

bα×γ- (α×β) ·γ+ (α×β) ×γ

A ( B C) = ( a +α) ( bc - β·γ+ bγ+ cβ+β×γ) =

abc - aβ·γ+ abγ+ acβ+ aβ×γ+ bcα-

(β·γ)α- bα·γ+ bα×γ- cα·β+

cα×β- α·(β×γ) +α×(β×γ)

又因 (α×β) ·γ=α·(β×γ)

(α×β) ×γ= (α·γ)β- (β·γ)α

α×(β×γ) = (α·γ)β- (α·β)γ

所以 AB C = ( AB ) C = A ( B C) (6)

还可以证明乘法分配律成立 :

λ( A + B ) =λA +λB

C ( A + B ) = CA + CB

下面证明 ( AB ) 3 = B 3 A 3 .

　　证 :因 　AB = ( a0 +α) ( b0 +β) = a0 b0 +
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Improvement on the shape of l ight2beat in measurement
of tiny displacement by double2grating using laser

HUAN G Zhuang2xiong , PAN Yong2hua , SON G Wei , ZHOU Jin
(Department of Physics , Nanjing University , Nanjing 210093 , China)

Abstract :By theoretical analysis and computer simulation , the“burr”phenomenon ———irregular shape of

light 2beat signals in the experimental measurement of tiny displacement by double2grating using Laser is stud2
ied. An effective improvement of the experiment is put forward as well.

Key words :Doppler effect ; tiny vibration ; double2grating
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Three dimensional rotation represented by quaternion
L IU J un2feng

(Department of Optical Science and Engineering , Fudan University , Shanghai 200433 , China)

Abstract : Three dimensional rotation represented by quaternion has two advantages over that by matrix :

first , the geometric meaning is definitude ; second , computation is easy. The application of quaternion to mathe2
matics , physics and computer graphics is significant . The definition , operation , properties , geometric meaning

of quaternion and its three expressions are discussed. It is also demonstrated how to use quaternion to transform

points.

Key words :quaternion ; vector ; rotation

(上接 54 页)

3 　总结

电磁学与电动力学教材打通的观点和方法是

具有普遍意义的. 从学科上看 ,这样可以对某几门

学科组成的较大的领域有个整体的认识 ,从教学上

看 ,这样也可以大大减少授课学时 ,进一步改进课

程设置和教学方法 ,提高教学质量. 本文虽然在其

体系结构和内容上作了一些探讨 ,但是不够深入 ,

还需要作进一步深化研究.
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The idea on combining electromagnetics and classical electrodynamics
J IAN G Xuan , HUAN G Xiao2qin

(Department of Physical Science and Technology , Nanjing Normal University , Nanjing 210097 , China)

Abstract :The idea on combining electromagnetics and classical electrodynamics is proposed and discussed

from three aspects , including feasibility , system frame and contents of teaching material.

Key words :electromagnetics ; classical electrodynamics ; system frame ; unitive expatiation

62　　　 大 　学 　物 　理 　　 第 23 卷


