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漫谈几何量子化（十一）丛与联络

取流形 M 的一个开覆盖，就是一族开集  使得 . 它们可以取得比较好，比如，
它们都同胚于欧氏空间，它们之间任意的交集也都同胚于欧氏空间。这种覆盖叫一个好的覆盖。
它的好处是，在它们重叠的地方，Poincare 引理总成立：闭形式一定是恰当形式。 
 

这样在每一个开集  上，辛形式有原形式 . 上一节的程序就构造了算子 ，作用在局部的函
数上， 
 

  
 

如果 , 在这个交集上就有两个算子 ，来自两个开集上的预量子化程序。它

们作用在同一函数上得到不同的结果，相差 . 因为两个1-形式的外微分都是
辛形式，所以在重叠部分它们的差是一个闭的 1-形式，这个闭的1-形式是局部恰当的，可以写成
一个局部函数（定义在重叠部分）的微分， 
 

 
 
对每一对开集，都有这么一个定义在重叠区域上的函数。这些局部函数可以用来拼接局部数据。
做法如下。既然来自于两个开集的算子作用在同一函数上得到不同结果，那么最好各司其职，只
作用在自己那个开集的局部函数  上。在两个开集重叠的部分，自然希望两个算子作用在各自
的局部函数上得到的结果之间有某种简单关系。也就是说，希望把   
 

  
 
吸收到某种简单关系中去。解过微分方程的人都比较熟悉的技巧是，将函数乘上积分因子可以把

线性项吸收到导数之中。这提示我们可以通过积分因子  将不同开集的局部函数联系起

来，即，如果在  上取了局部函数 , 那么在  上就相应地取局部函数 , 再

分别用  作用，得到 
 

, 
 
也就是说，作用以后的局部函数之间的关系跟作用以前局部函数之间的关系是一样的。有了这个
结果，就可以定义流形上一个整体的量（暂时叫做一个“波”），它在各个开集上的限制都是局
部函数，在两个开集重叠的部分满足以上变换关系。再定义一个整体的算子，它作用在一

个“波”上面，就是之前的分片作用 ，作用之后，发现局部得到的结果还可以拼成一
个“波”。(上一个式子保证这一点。）所以可以把所有的“波”放在一起组成一个空间，它上

面有可观察量  的作用。现在可以说，在辛形式不是恰当的时候，也可以做预量子化，只不过这
个时候的 Hilbert 空间里面不再是流形上整体定义的函数了，而是由局部函数根据某种变换规则拼
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接起来的“波”。 
 
以上的拼接过程并不严密。比如，如果有三个开集，两两相交，那么从开集1的局部函数得到开
集3的相应局部函数的办法有两个：直接乘上1，3 之间的积分因子，或者先乘上1，2之间的积分
因子找到开集2里相应的局部函数，再通过2，3之间的变换找到开集3里相应的局部函数。如果三
个开集没有共同的部分，那就不会有什么问题。如果三个开集的交不空，在这个交上面，第三个
局部函数的值可能因为上述两种方式而不相符。这就是说，如果局部函数要能拼接成一个整体对
象，这些积分因子必须满足条件  
 

 
 
这个条件并不容易满足。虽然这些和一定是常数（微分一下就看到了），不过注意到固定了  
以后，  的选取也不是唯一的，还可以加上任意的实常数。 
 
这个整性条件有一个同调论的解释。在覆盖中的每个开集里取一个点，如果两个开集的交非空，
就用一条线段连接两个开集里的点（使线段在它们的并里面），如果三个开集的交非空，就填入
相应的三角形（也在并里面），...... 这些单形可能在流形中是退化的（比如二维流形的四个开集
相交的情况）。流形的上同调可以用这个单纯复形来计算。特别地，容易看到辛形式  在每个这
样的三角形上的积分都是  加上一些边界修正项。这样辛形式在单纯复形的一
个2维闭链上的积分就等于所有这种形式的“三项和”加在一起（边界修正都抵消了）。因此，
如果存在   使得这些“三项和”都是  的整数倍，那么辛形式  在 M 里的闭曲面上积分一定

是  的整数倍，或者用同调的语言，  所在的 de Rham 同调类一定要落在整系数同调
群在实系数同调群的像里。 
 
这一节已经涉及到了很不浅显的数学。将局部函数拼接成整体对象，在数学上是构造了一个 M 
上的“复线丛”。一个“波”就是这个复线丛的一个“截面”。对任何 M 上的光滑函数 f 构造的
算子的前两项（某个局部坐标系下） 
 

 
 
合起来称为“协变导数”，是流形上的整体对象，记作 . 它作用于线丛的截面。其中只在局
部有定义的 1-形式  称为“联络形式”，在坐标变换下作“规范变换” .   
 
在对辛形式“整性”的分析中，用到了 Cech 上同调的想法，就是通过好的开覆盖的相交性质来
计算和看待流形的同调群。那些“三项和”放在一起称为一个 Cech 2-上链，它来自于 “函数值
的 Cech 1-上链” . 积分因子也组成一个“函数值的 1-上链”。“整性条件”用同调的语言，就
是说这个积分因子的 1-上链是闭的。闭上链一般称为“上循环”。所以在一般的纤维丛上，转移
函数（积分因子）需要满足这个“上循环”条件。Cech 上同调可以看作好的开覆盖给出的那个单
纯复形的上同调。 
 
用数学语言总结一下：对于辛形式满足整性条件的辛流形 ，可以进行预量子化。首先，

构造一个线丛和丛上一个联络，使得这个联络的曲率是 . 然后，取线丛的所有光滑截面，组
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成线性空间 V, 这些截面是“波函数”的推广。最后，对 M 上每一个光滑函数 f（经典力学变

量），构造作用在 V 上的算子 . 这些算子满足 Dirac 量子条件，且常数变量
对应到常数算子。 
 
虽然这里的数学很漂亮，但这还不是真正的量子化。要同量子力学原理相一致，需要去掉一
些“波函数”（截面），还要在剩下的截面之间定义内积，使量子力学的概率解释有效。 
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